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問題Ａ
1. 独立でない測定値u,vと、その関数ｘ=f(u,v)の具体例をひとつ

あげよ。この例において、誤差伝搬則で共分散を無視するか
考慮するかで、xの誤差が過大評価されるか過少評価される
か、定性的に述べよ。

2. あるきめられた時間Ｔ(s)の間に、１個の放射線検出器を用い
て放射線源の強さを測定する。ソースを測定しているときの
（バックグランド込みの）カウントレートの期待値がr(c/s),ソー
スを外したときのカウントレートの期待値がb(c/s）であるとき、
時間Ｔのうちでソース測定の時間をいくらにとるのが最適か？

3. ある1本の棒の長さに関してx1,x2,…,xnのn回分の測定値が
ある。測定誤差は全て等しいと仮定して、この棒の長さを最尤
法で推定せよ。（結果自体は当たり前の答え）

4. 独立な二つの測定量x,yがσx,σyの誤差をもっているとき、x+y
の誤差は誤差伝搬則を使うとsqrt(σx

2+σy
2)とかける。 x,yが

正規分布に従うことから出発して、これを証明せよ。（Taylor
の本のp.153を参照；5.53式は1/2間違い？）



共相関が０でない例
ラインスペクトルをガウシアンモデルでフィットする
。
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モデルとして次の形式のガウシアン関数を仮定

して　 　をフィッティングにより求める。

フィッティングプログラムは の最適値と

その誤差 , を出力してくれる。

このラインの積分強度は

共分散を無視して と計算すると、

誤差を過大評価する恐れがある。
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というモデル式を使えば、このような問題は回避できる



最尤法 復習

母集団における分布の形を仮定し、それを記述
するパラメータを定義する。
正規分布やポアソン分布で解析的にかける場合もあ
れば、数値的にしか表わせない場合もある。（特に検
出器の細かい特性まで考慮する場合）

分布パラメータをある値に仮定すれば、その母
集団から（実験で得られた）測定値が得られる確
率（＝尤度）を計算できる。

尤度を最大にする分布パラメータが、母集団の
分布を記述する最良の推定値である。



最尤法 補足 （上級者向け）

( )
( )

( )
( )

1 2

1

2

1

2

1

2

2

3

, ,.....,

( ', ) ( ', )

'1 1exp
22

'1ln ln 2
2

'

n

n

i
i

n n
i

i

n
i

i

i

n x x x

P P

x

xL P n

xL n

μ σ μ σ

μ
σσ π

μσ π
σ

σ

μ
σ σ σ

=

=

=

′ ′=

⎡ ⎤−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ′′ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

−⎛ ⎞′= = − − ⎜ ⎟′⎝ ⎠

′

−∂
= − +
′ ′∂ ′

∏

∑

∑

平均値に加えて分散も最尤法で求めることを考える

回の測定で を観測する確率（尤度）は

これを最大にする が分散の最尤推定値
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これは標本分散に等しいが、不偏分散 と異なる



誤差が異なるデータの場合
（重みつき平均）
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各測定値 につく誤差が異なる の場合

の最尤推定値は

 より

また推定値 に関する誤差は



どうやって誤差を評価するか？

例えば使用説明書に書いてある測定器の精度を使
用するのは一般には不十分

Conservativeな測定値の範囲を示すには有効

一般に系統誤差を評価するのは困難
全く独立な実験を行い結果を比較する

測定を同じ条件で複数回繰り替えすことができる場
合は、測定値の標準偏差が（偶然）誤差の推定値を
与える

最尤法を使い誤差を推定することもできる

統計誤差の場合、理論的に推定できることがある
例）放射線源を決まった時間だけ計測する際の計数ｘはポ
アソン分布に従う。 この場合統計誤差は√x。



確率分布

いろいろな確率分布

二項分布

ポアッソン分布

正規（ガウス分布）

ｔ分布

χ2乗分布



確率分布関数と平均値、分散

測定値の組 x1,x2,…,xnが与えられている場合と、それ
をヒストグラムにした分布が与えられている場合を明確
に区別すべき。
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に関する確率分布関数　 が与えられていたとき

平均値

分散

が離散的な変数 の場合それぞれの確率を として

平均値

分散



二項分布、ポアッソン分布
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二項分布　 が事象の起こる確率として

回の試行のうち 回事象が起こる確率は
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ポアッソン分布

二項分布で の極限、 を

パラメータとして
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ポアッソン分布の導出その１
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二項分布

において を一定に保ったまま、 １の極限を考える
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ポアッソン分布の導出その２
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平均の時間間隔 でイベントが起こるとき、時間tの間に イベント起こる確率を とする

あるイベントが起こった時刻を基準にして時間 に次のイベントが起こる確率は

これを積分して規格化をすると

つまりイベントの時間間隔の分布は で記述できる。
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間tの間の , ,...に観測する確率は

時間の間に イベント起こる確率はそれぞれの を からまで積分して

は時間の間に起こるイベント数の平均値

ポアッソン分布は



ポアッソン分布

ポアッソン分布の例
放射線源の１秒あたりの崩壊数

放射線源の測定で１時間当たりの検出カウント数

１０００人の集団の中で今日が誕生日の人の数

ポアッソン分布の統計誤差
平均値の平方根

（複数回の測定ができないとき）１回の測定値の平方根で置き換え
るときもある

ポアッソン分布と正規分布
平均値μが大きいとき（例えば20以上）ではポアッソン分布は平
均値μ、分散σ2 =μの正規分布で近似できる。
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正規分布

Bevington 
&Robinson
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t分布
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平均値 ,標準偏差 の正規分布に従う変数 から 個を

抜き出して、その平均値を 、標本分散を とする

は自由度 のt分布に従う

が大きいとき標準正規分布(平均値 、標準偏差１）で

近似できる

平均値の検定、母平均の区間推定、平均値の差の検定などに

使用する（正規分布で近似してしまう場

自

合

由度 の 分布

も多い）



問題Ｂ
1. およそFWHM120eVのエネルギー分解能をもつＸ線検

出器を使って、6keV付近の単一エネルギーＸ線を測定す
る。 Ｘ線のエネルギーの値を1eVの精度で決定するた
めには何個のＸ線イベントを検出すればよいか？

2. 二項分布の極限としてポアソン分布が導かれることを示せ（＝
自分で式をかいて復習せよ）

3. ある時間の間での放射線源の崩壊数を二項分布で考える場
合のｎとｐは何をさすか？

4. 関西地域の世帯視聴率は600世帯の調査をもとに算出されて
いる。ある番組の視聴率が10%であったときの統計誤差を評
価せよ。（二項分布はポアソン分布で近似してよいとする）

https://www.videor.co.jp/data/ratedata/henkou.htm参考

5. 1MpixelのCCDで、１フレームの露出中に同じピクセルに２個
以上のＸ線が入る確率を1%以下におさえたい。Ｘ線イベント
の数をどのように設定すべきか？シングルイベントのみが発
生しており、照射強度はCCD全面で一様と仮定する。

https://www.videor.co.jp/data/ratedata/henkou.htm
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