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常微分方程式の応用例１

 Rutherford散乱（原子核同士の散乱；金の薄膜にα粒子
をあてる）
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粒子のx方向、 方向の速度と座標について

4 4

を差分方程式に変換して から計算していく。

任意の位置（衝突パラメータ）に対する粒子の軌跡が描ける。

＊）引力に符号を変えればそのまま天体の衝突の式に使える



常微分方程式の応用例２

 恒星の内部構造
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静水圧平衡：

熱平衡：

熱輸送の条件：

自己重力の条件：

を独立変数とした、４つの変数(圧力 ,温度 半径 より内側の質量

半径 の球面を通過するエネルギー流量 についての常微分方程式



常微分方程式の境界値問題
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に無限に高いポテンシャルの壁
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)として差分で近似すると

上の式は( に対する連立方程式



偏微分方程式

 拡散方程式
 熱の伝導

 時間に依存する
Shrodinger方程式

 波動方程式
 電磁波の伝播、弦の振動

 ラプラス方程式
 板の定常温度分布

 Poisson方程式
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拡散方程式の解法
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これから = として
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初期条件

境界条件

前の時刻 での値を使って次の時刻 の値を計算できる陽公式
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拡散方程式の安定性条件
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発散しない条件は つまり

任意の に対して成り立つためには



拡散方程式の解法２（陰公式）
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拡散方程式の差分漸化式を行列形式でかくと。。。
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波動方程式の解法

, 1 , , 1 1, , 1,2 2

2

, 1 , , 1 1, , 1,

-1 1

,0

,1 ,0 1,0 ,0

1 1( 2 ) ( 2 )
( ) ( )

/ )
2 ( 2 )

,

( )

( ) ( 2
2

j n j n j n j n j n j n

j n j n j n j n j n j n

n n n

j j

j j j j j j

U U U U U U
t x

t x
U U U U U U

t t t

U x

U U t x U U U

α
α

φ

αψ

+ − + −

+ − + −

+

+ −

− + = − +
∆ ∆

∆ ∆
= − + − +

=

= + ∆ + − +

差分方程式で近似する　

これから =( として

これは での値から を決める式

初期条件

1,0

0, ,

-1 1

)

0

,
/

n J n

n n n

U U

t t t
t x

+

= =

∆ ∆ ≤

境界条件

前の時刻 での値を使って次の時刻 の値を計算できる陽公式

安定性の条件は １

2 2

2 2 (0 1, 0)

( ,0) ( ), ( ,0) ( ) (0 1)

(0, ) (1, ) 0   ( 0)

u u x t
t x

uu x x x x x
t

u t u t t

φ ψ

∂ ∂
= < < > ∂ ∂

∂ = = ≤ ≤ ∂
= = ≥




　　　　

x

t

0t
0x jx

nt ,j nU

Jx



ラプラス方程式の解法
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連立１次方程式の解法
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常微分方程式の応用例１

 Rutherford散乱（原子核同士の散乱；金の薄膜にα粒子
をあてる）
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粒子のx方向、 方向の速度と座標について
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を差分方程式に変換して から計算していく。

任意の位置（衝突パラメータ）に対する粒子の軌跡が描ける。

＊）引力に符号を変えればそのまま天体の衝突の式に使える



レポート問題２回目（締め切り７/７
 金（Z=79)の原子核にα粒子を衝突させるラザフォード散乱の軌跡を図に描

いてみよう。

 基礎になるのは、クーロン力による運動方程式（常微分方程式の応用例１）。
金の原子核１個をxy座標の原点におき、x方向、y方向とも-2000fmから
+2000fmの範囲(fmは10-15m)でのα粒子の運動を考える。

 連立常微分方程式を数値的にとくことで軌跡を求める。できれば、ルンゲクッ
タ法を用いるのが望ましいが、オイラー法でもよい。

 衝突パラメータとしては、0fm(正面衝突）を含めて、5個から10個程度の値を
自分で設定し、１枚のグラフにそれらの軌跡をかさねてプロットせよ。プロット
にはgnuplotを使用することを想定しているが、それ以外でもよい。

 入射α粒子は-x方向からx軸に平行に入射するとする。x=-2000fmでの運動
エネルギーは5.3MeVとし、相対論的効果は無視してよい。

 物理定数、粒子の質量など必要なら自分で調べること。
 提出は2010/7/7までに、khclass@ess.sci.osaka-u.ac.jp までメールするこ

と。メイルのタイトルは report2_学籍番号とすること。メールの本文には、自
分で作成したソースプログラムとともに、設定した衝突パラメータの値も記す
こと。加えて、軌跡をプロットした結果、気がついたことがあれば一言かきそ
えよ。 プロットした結果はepsファイル形式等で保存し、メール添付ファイルと
していっしょに提出すること。

 以上、授業でも説明します。
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